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Introducción 
La tecnología avanza rápidamente yno puede prescindir de 
la matemática. En cualquier área del conocimiento encontra-
mos que lo esencial en cuanto a su estructura y relaciones 
internas, se basa en la matemática, considerada, no tanto 
como ciencia exacta sino como un lenguaje universal con el 
cual se puede explicar cualquier concepto de una manera 
clara y precisa. 
La intención de incluir estos temas en los programas de 
estudio de las carreras de diseño, lleva implícita la idea de 
que un estudiante debe tener agilidad mental, capacidad 
de análisis, de deducción yde razonamiento, paracondicio-
nar su mente a la concepción de ideas y al desarrollo de 
proyectos de manera racional con un enfoque formal y 
funcional. 
El diseñador debe considerar a esta disciplina como una 
herramienta de ordenamiento mental y como un lenguaje 
para planear, analizar y enfocar adecuadamente los pro-
blemas cuando involucren forma, orden o tamaño. 
Este volumen desarrolla los conceptos con un enfoque 
sencillo y claro, explicando desde lo más elemental, ejem-
plificando gráfica y analíticamente y mostrando aplicacio-
nes a problemas de diseño. 
El contenido es variado; incluye los elementos básicos 
de álgebra lineal: álgebra de vectores y álgebra de matrices y 
algunos temas de geometría analítica con un intento de 
análisis, pero poniendo énfasis en la graficación de curvas 
especialmente las cónicas y las funciones trigonométricas, 
en coordenadas polares yen coordenadas cartesianas. 
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Álgebra lineal 

CapítuloI 
Álgebra de vectores 
Desde el punto de vista analítico: 
Se llama vector a un conjunto ordenado de elementos. (En 
renglón o en columna) 
Ejemplo: 
a= {al! ~ . o o. o a
n
} 
al a los elementos 
a= ~ 
a 
n 
al,~, . o o a
n 
se les llama: 
"componentes 
del vector" 
"n" representa el número de componentes yse dice que es un 
vector n -dimensional o de dimensión "n"o 
Desde el punto de vista geométrico: . 
Se suponen conocidas las representaciones geométricaslR2 
11 
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yIIr), el plano cartesiano yel espacio euclidiano tridimensio-
nal. 
Así un "vector" es un segmento rectilíneo (o flecha) con 
dirección y magnitud o módulo. 
o pie 
z 
B 
punto terminal 
o cabeza 
y 
y 
12 
x 
x 
Métodos matemáticos para el diseño 
Sistemas dimensionales 
Sistema unidimensional: Es colineal al eje "x" 
a a 
o o 
Sistema bidimensional: 1R2 
Aquí el vector v tiene 2 componentes llamados pareja o 
diada, y determinan el punto extremo o cabeza del vector 
definido por una referencia a los ejes ortogonales. 
y 
x 
(O, O) P ( O) 2 X2, 
VI = (XI! Yl) 
V2 = (X21 O) 
13 
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Sistema tridimensional /H3: 
Un vector de 3 componentes puede representarse en un 
sistema de 3 ejes ortogonales que se formen agregando al 
sistema bidimensional un eje perpendicular llamado "Z" o 
polar. 
La representación gráfica se hace en perspectiva ortogo-
nal. 
P(a,b,c) 
z 
v= (a, b, e,) 
Tipo de vectores 
En un sistema n- dimensional existen 2 tipos de vectores: 
1) Vectores libres 
2) Vectores de origen. 
14 
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Vector libre: Su origen o pie no coincide con el origen. 
x 
Vector de origen: Su origen o pie coincide con el origen del 
sistema n- dimensional. 
x 
Todo vector s~ as~ia con un vector "anclado" en el origen. 
En este caso vl Y V2 son: "Equivalentes". 
y 
x 
15 
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y 
ex ---i 
t-- al ~ 
x 
Ejemplo: teniendo el vector libre de coordenadas A( 1,3) Y 
B(5,5) obtener el vector de origen correspondiente. 
B 
A 
o 
16 
Cx =X2-XI = 
Cx = 5-1 ICx =4 
Cy=Y2 -y,= 
5-3=2=Cy 
:. (4, 2) =b 
a~b ' 
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Vectores equivalentes 
Se dice que dos o más vectores son equivalentes si tienen la 
misma norma y la misma dirección. 
Si son equivalentes se escriben a = b 
Los vectores equivalentes se consideran iguales aunque 
puedan tener posiciones diferentes dado que un vector 
queda totalmente definido por su norma y dirección. 
Analíticamente dos vectores definidos por PQ y RS son 
equivalentes si Q-P = S-R. 
Ejemplo: Demostrar que los vectores 
PQ=a y RS=a1 
son equivalentes 
1) P (1,4) Q (-3,5) R (5,7) 
Q-P=S-R 
(-3,5) - (1,4) = (1,8) - (5,7) 
= 
= 
S (1,8) 
(-4,1) 
2) P (2, 3, -4) Q (-1 , 3, 5); R (-2, 3, -1) S (-5, 3, 8) 
Q-P=S-R 
(-1 , 3, 5) - (2, 3, -4) = (-5, 3, 8) - (-2, 3-1) 
(-3,0,9) = (-3,0,9) 
a 
17 
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Aplicando vectores equivalentes escribir la coordenada 
faltan te para formar un paralelogramo. 
P (1 1 Q (3 3) S(5,~ R (x,y) 
:2 
Q-P = R-
(3,3 -(1 1 = x,y -(5,~) 
:2 
2 2 = (x-5 y-.!. 
:2 
igualando términos corre 'pondientes: 
x-5=2 x = 2+5 = 7 
y-.!.= 2 
:2 
y= 2+.!.=~ 
~ :2 
R 7,2. 
:2 
y R (7~.) 
Q 
---
---
-,R 
/ 
p------------~/; 
18 
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Módulo O norma de un vector: 
e llama así a la longitud d l vector y se r pre" nta por lo 
tanto como un scalar. 
En un sist ma IR:¿ (bidimensional) 
v = (al' b l ) 
Por T orema de Pitágoras: 
y 
Ay (O, b.) - - - - - - A (al! b. ) 
I 
I 
1>>' 
o vx Ax (a •. O) 
19 
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En un sist ma lR:J y 
v= (al ' b l I 
Aplicando el Teor ma de Pitágoras dos veces 
pero (ORr· = OQ 2+ O )2 
:·1 vi = J (OQ)~+ (OS)2+ (PR)1 
Nota: A í en un vector "n" dimensional: 
1 1- V .) + 2+ ') .) a - a l- ~ 3.:3- •.•. an-
20 
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Interpretación geométrica de la norma de un vector 
y 
~-----..... x 
z 
La distancia ntre p¡ y P~ es la norma d 1 vector p ¡p¡ ó v 
Dadoqu 
Si 
d= Ilvll 
de manera análoga para un v ctor en IR~ 
d= J x:cx ¡ }~ + 
Ejemplo: 
1) La norma d 1 vector v= (-3,2, 1) es 
Ilv II = J(-3)~+(2)2 + p = jl4 
2) La d istancia ent re los puntos 
p¡ 2,-1 -5) P2(4,-3, 1)es 
d = Je 4-2)~+ -3+1)2+ 1+5)2 = J44 = 2% 
21 
Rosa Elena Álvarez - María Dolores González 
Ángulos direccionales y cosenos directores 
z 
y 
y 
cos {3 = -= 
lal 
x 
Un vector de origen a e puede determinar además de por 
sus componentes, por el2( que forma el vector con cada uno 
de los ~jes coordenados llamándose ángulos direccionales 
OC , {3, M 
22 
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Las proyecciones del vector a: 
x = lal cos oc Silal = y'X2+y2 +Z2:;. laI 2=x2+y2+z2 
y = lal cos {3 sustituyendo: 
z = lal cos M lal 2 =lal 2cos2cx + lal 2cos2{3+1al 2 cos2 M 
:. cos2a + cos2 {3 + cos2 M = 1 
Para vector libre 
OP //P1P2 
y 
z 
Los ángulos directores se toman sobre un vector de origen 
que sea paralelo al vector libre y tenga la misma dirección. 
Operaciones con vectores 
Suma 
23 
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y 
x 
Un vector se puede expresar como la suma de sus vectores 
componentes: 
y 
(ax,O) 
x 
24 
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Propiedades de la suma de vectores. 
a) Cerradura 
a+b=c 
b) Conmutatividad 
a+b=b+a 
(a¡,~) + (b¡,b2) = (al+bl, ~+b2) 
(b¡,b2) + (a¡,a2) = (bl+a¡, b2+~) 
c) Asociatividad 
- - - - - - ---
a + b + d = (a + b) + d = (a+d)+b, etc. 
d) Existencia del idéntico (vector cero) 
a+ 'O=a 
e) Existencia del inverso aditivo 
a+(-a)=O 
Diferencia 
Vd = Vl -V2 = Vl + (-V2) 
----~~----~~----------~~x 
Observar que el inverso aditivo de vd es V2 - V¡ 
25 
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Producto de un escalar por un vector 
Es el producto de un escalar por cada uno de los compo-
nentes del vector. 
Si a es un vector y A un escalar' 
A a = (A a¡, A ~, .... A an ) 
~emplo: Si V= (1, -2) Y A= 4 
AV=4V=4 (1,-2) = (4,-8) 
el resultado es otro vector de la misma dimensión 
Propiedades 
1) Cerradura: 
El producto de un vector por un escalar da como 
resultado otro vector del mismo espacio dimensional. 
2) Distributividad: 
A(a+b)=Aa+Ab 
- - -(A + ~)a = A a + ~a 
3) Producto por el escalar 1: 
Si A= 1 1 a= a 
4) Producto por el escalar O: 
Si A= 0:::>0 a =0 
~emplos: 
1) Sumar los vectores 
a = (3,0), b = (O 2), e = (1 ,4) 
26 
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a + b = (3+0,0+2) = (3,2) 
a+ b + e = (3+1 , 2+4) = (4,6) 
a 
2) Sumar a + 2b si a = (1,3) Y b = (2,1) 
a+2b=(1,3)+2 (2,1) 
= (1,3) + (4,2) = (5,5) 
27 
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Producto escalar o producto punto 
(Producto interior Euclidiano) 
Se llama así al prod ucto de 2 vectores del mismo sistema 
dimensional cuyas componentes se multiplican entre sí 
ordenadamente en forma de sumandos. 
El resultado es siempre un escalar 
Si a= (a¡, a2 .... an) 
y b = (b¡, b2 .... bn ) 
a . b = (al bl + ~ b2 .... + an bn) 
Puede ordenarse en renglón o en columna: 
a = (al, a¿ • • • • an) y b= 
Producto escalar o producto punto de dos vectores dado el 
ángulo que forman entre sí. 
1) Caso en que un vector está contenido en uno de los ejes. 
vI=( Ivll cos O, IVII sen O) 
V2=( IV21, O) 
28 
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y 
x 
o x 
El producto de 2 vectores que coinciden en un punto, será 
igual al producto de sus módulos por el coseno del ángulo 
que forman. 
De donde: cos () 
De la expresión anterior, se tiene 
:. los vectores son perpendiculares. 
:. los vectores forman un ángulo agudo 
si 90 < () < 180°, - 1< cos () <Oy VI • V2 < O 
:. los vectores forman un ángulo obtuso 
29 
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Eijemplo: 1) Calcular U · V para 
U= (1 ,2) 
v= (6,-8) 
U·V= (1)(6) + (2) (-8) = 6 -16 = -10 
:. el ángulo que forman será obt uso 
I 
Ejemplo: Si U = (1, -2,3) 
V= (-3, 4, 2) 
W= (3,6,3) 
UoV= 1 (- 3) + (- 2) (4) + 3 (2) = - 3 -8+6=-5 (obtuso) 
VoW= (- 3) (3) + (4) (6) + 2 (3) = -9+24+6 = 21 (agudo) 
Uo W = 1 (3) + (-2) (6) +3 (3) =3- 12+9=0 (..l) 
30 
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~emplo: 
U=(1,2) 
\1=(6,-8) 
z= (8,-4) 
UoV= (1) 6+2 (-8)=-10 
(obtuso) 
UoV= 1 (8) + (2) (-4) =8-8=0 
(perpendiculares) 
Voz= 6 (8) + (--8) (-4) =48+32+80 
(agudo) 
Eijemplo:_ en !H3_ 
V. = (5, 7,6) V2= (1, 7,8) 
31 
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y 
z 
(5xl)+(7x7)+(6x8) 5+49+48 
cosO= = = 
J25+49+36 J1+49+64 JITO JTI4 
102 
cos 0= 0.92 
111.9 
o = arc cos 0.92 = 23° 
Eijemplo: El ángulo entre los vectores 
v = (0,0,1) Y 
V= (0,2,2) 
es de 45°; obtener V· V 
V·V= I vi I Vi cos 45° 
( J 0'+0'+ 12) (JQ2+2"+22) (~) 
1 2 ..j2 
--=---=2 
..j2 J2 
32 
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~emplo: 2) Sean los vectores 
u= (2,-1,1) 
V=(1,1,2) 
encontrar U· Vy determinar el ángulo 
U·V= (2+(-1)+2)=3 U·V >O~agudo 
IUI=V4+ 1+ 1 = .J6 
1Y"I=V1+1+4 =..;6 
:.COS(J=..;6~..;6=: =+ 
() = arco cos .!.. 
2 
Ejercicio: encontrar los ángulos interiores del ~ con vért~.ces: 
A (-1,0), B (-2,1), e (1,4) 
vectores 
Vl = (-2+1,1--0) = (-1 ,1) 
V2 = (1 +2,4-1) = (3,3) 
V3 = (1+1,4-()) = (2,4) 
B 
e 
----~--~----~x 
A 
33 2893562 
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producto punto 
VIO Va = -2+4 = 2 ~2( agudo 
V2 OVa = 6+12 = 18 ~2( agudo 
" " -, Vl 
módulos 
I~I= J(-1)2+ 12 = V2 = 1.41 
IV21= J32+32 = JI8 = 4.24 
IVal= J2442 = y20 = 4.47 
Perímetro = 1.41 +4.24+4.47= 10.12 u 
Ángulos interiores 
VI "Va 2 
Cos Q =--=---
IVI I {val .J2 J20 
2 
Cos Q= -- =0.3164 
6.32 
ce = ang cos 0.3164 = 71 0 30' 
34 
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V2 • Va 18 18 Cos fj = ---- = = - = 0.9498 
IV2 1·lva I VIS y'20 18.95 
p. = ang cos 0.9498 = 18°30' 
3 - 3 
Cos (J = ------- = - ---- = O 
.J18 J2 
(J = ang cos O = 90° 
Espacio vectoriallRD 
Es el conjunto de vectores n-dimensionales que cumplen 
las operaciones suma y producto. Base de un espacio 
vectorial es el conjunto de vectores con los cuales se puede 
generar cualquier vector de ese espacio. 
Existen diferentes bases pero una base en Rn siempre 
tiene n vectores. 
El conjunto de vectores unitarios constituye una base, 
35 
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pues cualquier vector del espacio se puede generar en 
función de los vectores unitarios. 
- - - -
an = (al i+a.¿ j + ... anx) 
baseenR2: i =(1,0) 
j =(0,1) 
La base de un espacio n-dimensional está fonnado por n 
vectores perpendiculares entre sÍ. 
base en 1R2 
y 
....-__ ~(l,l) 
j 
(1,0) 
------------~~------~~~------~x 
36 
base en IRa 
y 
z 
Eijemplo: 
El vector v = (5,3) 
se puede expresar como 
v = 51 + 31 
= 5 (1, O) + 3 (O, 1) = 
= (5, O) + (O, 3) = 
= (5,3) 
Métodos matemáticos para el diseño 
x 
37 
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y 
_________ (5,3) 
3] ~ 
j 
51 
Producto cruz O producto vectorial 
A diferencia del producto punto, el producto cruz de dos 
vectores da como resultado otro vector. 
Se utiliza para obtener un vector en IRa perpendicular a 
dos vectores conocidos. 
Definición: 
- -
Si u = (Uh U2, ua) y v = (VhV2,Va ) 
si el producto cruz u x ves: 
38 
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Esto se puede obtener de manera más sencilla con un 
determinante, tomando como primer renglón al vector 
(1,1,1) y como segundo y tercer r~ngtón respectivamente 
las componentes de los vectores u y v 
1 1 1 
u x v= Ul 
VI 
desarrollando por cofactores 
Ul ua 
u x v = 1 -1 
VI Va 
- -~emplo: Sea u = (3,0,1) yv= (1,2,-2) 
1 1 1 
uxv= 3 ° 1 
1 2 -2 
° 
1 3 1 3 ° 
uxv= 
2 -2 1 -2 1 2 
u x v= (O -2, 6 + 1,6) = (-2,7,6) 
39 
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~ r~adel~ () 
mano derecha 
El resultado del producto cruz es un vector ortogonal al 
plano que forman los dos vectores. 
Obtener el producto cruz: 
u = (4,0,1) v = (1,0,2) 
1 1 1 
uxv= 4 O 1 
1 O 2 
O 1 4 1 4 O 
= 1 -1 1 
O 2 1 2 1 O 
= 1 (0),-1(8-1),1(0) 
(O, -7, O) = uxv 
40 
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y 
v X U = (0,7,0) 
~~------------_x 
z 
Propiedades algebráicas del producto cruz 
Si U, v y w son 3 vectores en 1R3 y K es un 
escalar, entonces: 
a) u x v= -(vxu) 
- - - -b)uxv *vxu 
- -- - - --
c) u x (v+w) = u x v + u x w 
-- -----d) (u + v) x w = u x w + v x w 
e) k (uxv) = (k u)x v = u x (k v) 
f) u xO = Ox U =0 
g) u x u = ° 
41 
Rosa Elena Álvarez - Maria Dolores González 
~ernplo de la propiedad 
ux v#vxu 
u = (3,5,4) 
v= (2,0,6) 
1 
uxv= 3 
2 
= 1 
1 
5 
o 
5 4 
O 6 
1 
4 
6 
-1 
3 4 
2 6 
= (30, -18 + 8, -10) = (30,-10,-10) 
1 1 1 
v x u= 2 O 6 
35 4 
O 6 2 
= 1 - 1 
5 4 3 
= (- 30,- 8+ 18,10) 
v x u = (- 30, 10, 10) = - (uxv) 
42 
3 5 
1 
2 O 
O 
5 
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El área de un paralelogramo de lados a,b, es igual al módulo 
del producto cruz de ambos vectores. 
y 
~------------~x 
La diagonal de un paralelogramo forma un triángulo, así el 
área del triángulo de lado a y bes: 
---
---
A=.!..lIaxbll 
2 
43 
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El producto cruz también se puede expresar: 
IAxBI=1 Al IBlsen oc 
el módulo del producto cruz de dos vectores es igual al 
producto de sus módulos por el seno del ángulo que 
forman. 
~----------------------~x 
z 
El área de un paralelogramo es el producto bh 
En la figura: b = I v21 
h = I VI I sen oc 
:. área=bh=lv¡I'lv21 sen oc = IVI xV21 
44 
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~emplo: Obtener el área, el perímetro y 
los ángulos del triángulo; 
P(l,O,l) Q(l,l,l) 
vectores; 
VI = Q-R = (2,2,1) 
V2 = Q-P = (0,1,0) 
Va = P-R = (2,1,1) 
R 
R(-l,-l,O) 
norma o módulo ~ perímetro 
IVI I = v'22+22+ 12 = J9 ==t> 3 
I v21 = v' ()2+ 12+()2 =.JI ;> 1 
IVal=v'22+12+12 = V6~2.45 
perfmetro = 3 + 1 + 2.450 = 6.45 unidades 
45 
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/ 
1 
/ 
113 
/ 
a 
oc = v¡· v3 = (2,2,1 . (2,1,1) = 7 
13 = V¡· V2 = (2,2,1) . (0,1,0) = 2 
a = V2 • V3 = (0,1,0) . (-2,-1,-1 ) = - 1 
-
agudo 
agudo 
obtuso 
-v3 = (-2,-1 , -1 ) 
46 
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Ángulos 
V¡ • V2 
COS 0= 
v¡ 1 ·1 V2 1 
7 7 
Cos oc = = -- = 0.959, oc = 16°40' 
vf9 V6 7.3 
2 2 
Cosl3= 
vf9 VI 
= -- = 0.67, {3 = 48°20' 
3 
-1 -1 
Cos o = = -- = -0.4081, 0=155° 
VIV6 2.45 
Área: A =.!..I 
2 
v¡ x V2 1 
1 1 1 
A=.!.. 2 2 1 
2 
° 
1 
° 
2 1 2 1 2 2 
A= .!.. 1 -1 1 
2 1 
° ° ° ° 
1 
A =.!.II (-1,0,2) II~.!.. JI+4 
2 2 
A = 1.118 u2 
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Triple producto esca\8l" 
a. (b xc) 
;\rea de la base'" \\ b x c \\ 
altura'" h '" \\ a \\ cos 6 
como producto punto 
a. (b x c):::= 
\\ a \\ \\ bxc \\ cos 6 pero \\ a \\ cos 6 es h y \\ bXc \\ es área de la base 
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Ejemplo: 
A (0,1,0) 
B(2,O,O) 
e (0,0,3) 
o 1 o 
A·(BxC) = 2 o o =-6 
o o 3 
El volumen de paralelepípedo formado con A, By e se 
obtiene resolviendo el triple producto escalar. 
111111111I 
49 2893562 

Capítulo II 
Álgebra de matrices 
Se define una matriz como un arreglo de elementos en 
forma de tabla o bien como un conjunto ordenado de 
vectores. 
m = i = renglón 
n = j = columna 
A = (al' a2, oo. a n ) 
matriz B = [bij] ij es la dirección de cada elemento 
p---. 
renglón 
columna 
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Orden de una matriz 
A 
mxn 
donde m es el número de renglones 
n es el número de columnas 
el elemento aij tiene i = 1,2, ... m 
.i = 12, ... n 
si m = n la matriz es cuadrada 
si m = n la matriz es rectangular 
si m = 1 ó n = 1 
se trata de un vector renglón o vector columna. 
Igualdad de matrices 
Dos matrices son iguales si son del mismo orden y sus 
elementos correspondientes son iguales. 
A=B 
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Matrices cuadradas 
Los elementos aij tal que i=j forman la diagonal principal 
Tipos de matrices cu~dradas 
matriz diagonal matriz escalar ma triz iden tidad 
a ll O O 2 O O O O 
o ~2 O O 2 O O O 
O O 3.:33 O O 2 O O 
matriz simétrica matriz a ntisimétrica 
2 
5 
2 5 
o -4 
-4 3 
7 
4 
- 1 
(para toda i, j) 
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- 1 
- 2 
1 
2 
2 
Rosa Elena Álvarez - María Dolores González 
Matriz nula: 'O 
Es aquella en la que todos sus elementos son ceros. Puede 
ser cuadrada o no. 
Ejemplo: 
o 
o 
Submatriz 
Está formada por algunos renglones y/ o columnas de otra 
matriz. 
sea 
A= 1 a21 a22 I a23 a24 
_ _ _ _ _ _1 ___ .1 __ _ 
I 
aa 1 a:32 a33 1 a34 
I 
submatrice de A 
Operaciones con matrices 
Suma 
A +8 =C (mxn (mxn) (mxn) 
t T~ __ t~I __ t ~I 
donde Cij= aij + bij 
Suma de los elemento correspondientes de A y 8. 
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Los sumandos son matrices del mismo orden y la suma 
que se obtiene también lo es. 
Ejemplo: 
f2 -1 31 + ro 1 81 = f2 o llJ 
l4 o -5J l2 -1 3 J l6 - 1 -2 
La suma de matrices de distinto orden no está definida. 
Propiedades de la suma de matrices 
conmutatividad 
A+B = B+A 
asociatividad 
A + (B+C) = (A+B) + C 
existencia del idéntico 
A+O=A 
existencia del inver o aditivo 
A + (-A) = 'O 
Producto de una matriz por un escalar 
¡Sea la matriz A = [Aijl I 
y el escalar A 
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El prod ucto de A por A dá otra matriz donde cada ele-
mento es el correspondiente de A multiplicado por A 
Ejemplo: 
ea 
2 
3 
2 
3 
-:] y X=5 
[
20 
-5 
Propiedades del producto de una matriz por un escalar. 
asociatividad 
distribu tividad 
elemento idéntico 
l· A= A 
56 
Métodos matemáticos para el diseño 
el escalar O que produce la matriz nula 
O· A=O 
el escalar -1 produce la matriz inversa aditiva 
tal que 
-l·A=-A 
A+(-A)=O 
~emplo de asociatividad: 
3 r 3 2 4] [9 6 12] 
l6 -1 O 18 -3 O 
2 r9 6 12] [18 12 24] 
~8 -3 O 36 -6 O 
Su equivalente: Al • A2 = 3x2 = 6 
6 [3 2 41 = [18 12 24] 
6 -1 oJ 36 -6 O 
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Trasposic ión 
Es la operación que consiste en intercambiar renglones 
por columnas o viceversa. 
Si A es una matriz de orden mxn y sus elementos: (aij) 
La traspuesta de A, que se denota con Ates una matriz de 
orden nxm y sus elementos serán (aji) 
~ O :l Sea A= (2x3 -1 
1 3 
la tra puesta At= O -1 
(3x2 
2 4 
Producto de dos matrices 
El r ultado del producto de do matrice. es otra matriz, 
que t ien tantos renglones como el primer factor y tantas 
columnas como el segundo. 
Requiere de la igualdad en el número de columnas del 
primer factor n con el número de renglon s del segundo 
factor (m . 
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Los elementos del resultado se obtienen: 
Cij= ~ aik· b~ 
k=l 
Cij = ailblj + . . , + ainbnj 
A B 
bll . blj" bIs 
.. bnj·· bns 
Cll= [all 
(Producto punto de dos vectores) 
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= 
Para i = 1, 2, .. m 
j = 1, 2, .. s 
C 
Cll • • 
= 
•• C
ms 
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Ejemplo: 
1 -1 1 -3 
~ 3 -:l [-7 13 14 5] 2 5 4 2 = -4 - 7 -21 -15 - 11 3 O O -1 
(2x3) (3x4) . (2x4) 
+ 
I t t t T _______ _ _ ..l
C1 1 = 2x1 + 3x2 + (- 5 x3 = 2+6 -15 =-7 
C23 = 1x1 + (-4)x4 + OxO = 1 -16 = -15 
Propiedades del prod ucto de matrices 
No es conmutativo 
Es asociativo 
(A - B) - C = A - (B-C) 
Es distributivo 
A- (B+C) = A-B + A-C 
Matriz identidad 
A (mxn) 1 (n) =A 
Si A es cuadrada, entonces: 
A (n) 1 (n) = 1 A = A ( n) 
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Matriz nula 
Pero sucede que dos matrices no nulas pueden dar por 
resultado la ma.triz nula (A diferencia del álgebra). 
Determinante de una matriz cuadrada 
Es un escalar obtenido con los mismos elementos de la 
matriz: 
Si IAI [
4 -11 
2 -3J 
4 -1 
det A= -12 - (-2) 
2 -3 
det A = -12 + 2 = -10 
Determinante de 2º orden 
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Producto de la diagonal principal menos producto de la 
otra diagonal. 
Determinante de 3er orden o mayor 
(Desarrollo por cofactores) 
sea 
det A) = 
+a •• 
~). 3:3:1 
Nota: Observar que se torna sólo un renglón (ó una 
columna) 
Ejemplo: 
-1 3 o 2 
4 -2 1 - 5 
A= 
6 o 7 1 
2 4 - 1 o 
det A = -204 
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Resolver 
4 -2 1 
B= 3 2 O 
-1 1-5 
3 2 4 -2 
det B = +1 + (-5) 
-1 1 3 2 
= 1 (3+2) -5 (8+6) = 5 -70 = -65 
det B = -65 
Observar que se tomó la tercera columna que tiene un 
cero. 
Sol ución por regla de Kramer de un sistema 
de ecuaciones 
3x - 2y = z-6 
z = 2y- x 
x = 2y + 8 
1!.! ordenar 
3x - 2y - z =-6 
x - 2y + z = O 
x - 2y = 8 
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2U obtener 1 determinante del sistema 
3 -2 -1 
~ = 1 -2 1 = 
1 -2 O 
-2 - 1 3 -1 
= 1 + 2 = -2 - 2+6+2 
-2 1 1 1 
~ =4 
3l! trabajar on las variables fOrInando una matriz num -
rador en la que se sustituya la columna d la variable 
correspondiente por la columna de té rminos indepen-
dientes; como denominador el valor d 1 determinante. 
-6 -2 - 1 
O -2 1 
x= 8 -2 O 
4 
-6 - 1 -6 -2 
x= -2 8 O - 1 8 -2 
4 
x= - 16 -12 - 16 = -44 = - 11 
4 4 
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3 
1 
y= 1 
y= 
3 
1 
1 
z= 
Métodos matemáticos para el diseño 
-6 -1 
O 1 -6 -1 
-1 -1 
8 O 8 O 
4 4 
-8 -24-6 
= 
-38 -19 
4 4 2 
-2 
-6 
-2 O -2 -6 
-1 -2 
-2 8 -2 8 
= 
4 
_ 16 + 12 -48-12 
z- = -32 = - 8 
4 
x = - 11 
y= -19 
2 
z =-8 
4 
3 -6 
1 8 
3 -6 
1 8 
2) Resolver el sistema: 
x+2y -z= 6 
2x + 3z = 3 
4x-y+ 2z = 27 
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a) Obtener el determinante del sistema 
1 2 -1 
2 3 1 -1 
~= 2 O 3 = -2 +1 
4 2 2 3 
4 - 1 2 
-2 (4-12) + 1 (3+2) = 16+5 = 21 
Para x 
6 2 -1 
3 O 3 2 - 1 6 2 
-3 -3 
x= 27 - 1 2 - 1 2 27 -1 
21 21 
- :3 ( 4 - 1) -3 (-6 - 54 -9 + 180 171 
x= = 
21 21 21 
1 6 -1 
2 3 3 3 3 i: 3 2 3 1 -6 -1 4 27 2 27 2 2 4 27 
y= = 
21 21 
= 6 - 81 -24 +72 -54 +12 = -69 
21 21 
66 
1 2 
2 O 
z = 4 -1 
21 
z= 
Comprobación 
Definiciones 
lVlatriz regular 
171 
21 
Métodos matemáticos para el diseño 
6 
3 2 61_3 1 
-2 
27 -1 27 I 4 
21 
-108 -12+3+24 = -93 
21 21 
+ 2 (- :~) - t:13) = 6 
171 - 138 + 93 = 6 
21 
126 
21 
=6 
6 = 6 
2 
-1 
Es la matriz cuadrada que su determinante tiene valor # O. 
En caso contrario la matriz es singular. 
Matriz de cofactores: A co 
Si A es una matriz cuadrada la matriz de cofactores de 
A, A co será aquella matriz donde cada elemento de A se 
sustituye por su respectivo cofactor. 
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Matriz adjunta de A 
Es la trac;;puesta de la matriz de cofactores de Ay se denota 
adj A 
adj (A = (A o 1= (Al co 
- 5 O 4 
A= -1 1 1 
2 3 -1 3x3 
1 1 -1 1 -1 1 
+ + 
3 -1 2 -1 2 3 
O 4 -5 4 - 5 O 
+ 
3 -1 2 -1 2 3 
o 4 -5 4 -5 O 
+ + 
1 1 -1 1 -1 1 
-4 1 - 5 
-4 1 -5 
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El cofactor de un elemento es el determinante que se 
obtiene al eliminar la columna y el renglón del elemento, 
con el signo que le corresponde. 
4 -1 3 
2 O 1 
A= 
5 6 -3 
[-; 
2 
-:l At= O 1 
O 6 -1 6 -1 O 
+ + 
1 -3 3 -3 3 1 
2 5 4 5 4 2 
+ 
1 -3 3 -3 3 1 
2 5 4 5 4 2 
+ + 
O 6 -1 6 -1 O 
-6 15 -1 
CAt)co= 11 -27 2 = adj CA) 
12 -29 2 
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Matriz inversa 
Si A es una matriz cuadrada regular la matriz inversa de A 
se obtiene: 
A- 1= 1 adj CA) 
det CA) 
seaA= f4 -IJ 
det (A)= 
L3 2 
4 -1 
=8+3=11 
3 2 
2 -3 2 
A ()= .11; ad:(A)= [ ' [ 1 4J J -3 
2 1 
1 [ 2 ~J 11 11 yA- 1 = 11 -3 4 -3 
11 11 
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Comprobación A· A -1 = 1 
[
4 -1 1 [ 2/ 11 
3 2 -3/ 11 
1/111 
4/ 11J 
A 
Ejemplo: Obtener la matriz inversa de B 
[: 
2 
-:1 B= 4 
B- 1 = 1 adj B 
det B 
-1 
3 2 O 
4 -2 -2 
det (B = 1 4 -2 =3 - 2 
-1 5 O 5 
O -1 5 
= 3 (20 -2) -2 (5) = 54 -10 = 44 
cofactores: 
4 -2 1 -2 
de 3 : + ; de 2 : -
-1 5 O 5 
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1 4 2 O 
de O: + 
o - 1 -1 5 
3 O 3 2 
de 4: + ; de -2 : -
O 5 O -1 
18 -5 -1 18 -10 
BC()= 
-10 15 3 ; adj (B)= -5 15 
-4 6 10 -1 3 
18 -10 -4 18/ 44 -10/ 44 
B-I=~ 
-5 15 6 = -5/ 44 
44 
-1 3 10 -1 / 44 
Propiedades de la matriz inversa 
2) es única 
4 1 -1 - 1 n-n 
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15/ 44 
3/ 44 
, etc. 
-4 
6 
10 
-4/44 
6/ 44 
10/ 44 
Métodos matemáticos para el diseño 
Representación matricial de un sistema de ecuaciones, 
: :] • [::] = [::] 
~a xa ca 
A· x= e 
Solución del sistema: 
El vector de las variables es igual al producto de la matriz 
inversa de los coeficientes por el vector de los términos 
independientes. 
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Ejemplo: 
ACo= 
x= 
x= 
A 
3 -2 -1 
1 -2 1 
1 -2 O 
det CA) = 4 
2 
2 
-4 
12 
-4 
-º 4 
O 
1 O 
1 4 adj 
-4 -4 
2/ 4 2/ 4 -1 
1/ 4 1/ 4 -1 
O 1 -1 
A-1 
+ O -8 
+ O -8 
+ O -8 
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x = 
x 
Y = 
z 
A= 
= -11 
= 
_ 19 
2 
= -8 
e 
-6 
O 
8 
2 2 -4 
1 1 -4 
O 4 -4 
-6 
O 
8 
e 
x = -11 
Y = 
_ 19 
2 
z = -8 
Capitulo III 
Transformaciones geométricas 
Una transformación es una función que va de un espacio 
en sí mismo. 
Con matrices 
Si A es una matriz cuadrada y i un punto en 1R2, x' es la 
imagen del punto x bajo la transformación caracterizada 
por la matriz A. 
- -x'~Ax 
ó 
Las transformaciones geométricas operan estrictamente 
sobre los puntos en un espacio dimensional. 
A cada punto del plano, le corresponde otro (su imagen) 
después de la transformación. 
En general, las transformaciones conservan las relaciones 
entre los puntos. 
75 
Rosa Elena Álvarez - Maria Dolores González 
Cuando además se conserva la distancia entre ellos, se 
trata de Isometrias o movimientos rígidos, las que pueden 
ser de tres tipos: 
Translaciones 
Isometrias 
Otro tipo de transformaciones que no conservan la distan-
cia: 
Escalamiento 
Proyecciones 
(reducción o ampliación) 
(perspectivas ) 
Estas operaciones realizadas con matrices son la base de 
la graficación por computadora. 
Por la brevedad del curso y para ejemplificar algunos casos, 
solamente haremos referencia a las transformaciones en 
1R2, aunque son similares enIR3 (con mayor grado de comple-
jidad). 
Transformación idéntica 
Está realizada por la matriz identidad 
y 
.--__ .. (x, y) 
[: :] [:] = [:] 
--........ --------- x 
Cualquier punto (x,y) al multiplicar a la matriz identidad, 
se conserva idéntico. 
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Translación 
Es el cambio que sufre un punto al agregar un escalar 
(positivo o negativo) a alguna o ambas coordenadas, esto 
es, la translación puede darse simultáneamente en los ejes 
de coordenadas o en cada uno de ellos. 
Cx es la constante de translación en el eje x 
cyes la constante de translación en el eje y. 
Ejemplo: Transladar el punto P, 4 unidades (negativas) 
sobre eje y 
en este caso Cx=O 
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y 
P(-3,3) (x,y) (x+cx,y) 
.e--__ee 
--~-------1----------~X 
P' (-3,-1) 
Reflexiones 
a) Sobre el eje y 
[
-1 
seaA= O 
Reflexión sobre el eje y (simetría en y) 
- -
x' =Ax 
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(-x,y) 
eje de 
simetría 
(x,y) 
b) sobre el ~je x 
SeaA= ~ la matriz de reflexión sobre el eje x 
-J (simetría en x) 
79 
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y .. ~ (x,y) 
~---------------e 
eje de simetría 
(x,-y) 
e) Reflexi6n sobre el origen 
( inversi6n central o reflexión en ambo ejes). 
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y 
... 
C" 
... --;, , I 
,. -;' I 
" I I 
I 
B' 
Métodos matemáticos para el diseño 
A9" B , " 
I ./ 
I ;' 
I ./ ",'" C 
I " .,'" 
" '" I~ .," 
A'~ 
~B' 
x 
Se pueden aplicar sucesivamente varias transformaciones 
y hablar del producto. 
En este caso, si se aplican nuevamente dos transformacio-
nes, pueden obtener los puntos originales. 
Rotación 
- -
El vector v'resulta de girar un ángulo O al vector v 
y 
(x', y') 
81 
x = 
y= 
x'= 
y' = Iv'l 
,"vi cos oc1 * 
Ivl sen oc] 
cos (O +oc ) 
sen (O + oc) 
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con las identidades para funciones trigonométricas de 
sumas de ángulos y considerando Ivl = Iv' 
x' = Ivl cos O cos oc: -Ivl sen O sen oc: 
y' = Ivl sen O cos oc: + Ivl cos O sen oc: 
sustituyendo en * Ivl = x ,Ivl 
cos oc: 
=_ ....... y-
sen 00 
en forma matricial 
x' = x cos O - Y sen O 
y' = x sen O + Y cos O 
[X'] = [cos O -seno] [x] i senO cosO y 
matriz de rotación 
Ejemplo: Sea el triángulo formado por los puntos A (1,1), 
B (2, 3), e (5, -2) 
Rotarlo 60° 
La matriz de rotación para O = 60° 
[
cos 60° -sen 601 [.5 
R = sen 60° cos 60J = .86 
82 
- .86] 
.5 
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[
5 
A'=RA= 
.86 
-.
86l [1] = [-.36J 
.5 J 1 1.36 
l-1.58] [4.22J B'=RB= ,C'=RC= 3.22 3.3 
y. 
--
..... 
B' ;' ..... 
~====4=======~B--~~ 
..... 
..... 
.... 
.... 
.... 
....... 
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C' 
\ 
\ 
\ 
, 
\ 
\ 
e 
\ 
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Matriz de rotación de 90° 
[ 
co 90° - en 900] 
R = sen 900 cos 900 
Matriz de rotación de 180° 
R = [ cos 180° -sen 1800] = 
sen 180° cos 180° 
,-1 0J 
L O -1 
Ejercicio: Para el siguiente polígono, hacer rotaciones de 
45° y 90°. 
y 
A (50) 
C ..... ____ -+-____ -.'B 
B (86 
e (-8,6) 
x D (-5,0 
E (-8 -6) 
E F F 8,-6) 
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Rotación de 45° 
[7 -.7J [~ 8 - 8 - 5 - 8 ~J = .7 .7 O 6 6 O -6 
=l·5 1.4 - 9.8 - 3.5 -1.4 9.SJ 3.5 9.8 -1.4 -3.5 -9.8 1.4 
/ 
F' 
x 
C' 
E' 
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Rotación de 900 
8 -8 -5 -8 
6 6 O -6 
[50 -6 -6 8 -8 -5 -8 O 6 :] 
y 
------~~------~~------~----.x 
C' E' 
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Escalamiento 
Es la transformación geométrica realizada sobre los 
puntos de una figura, que preserva las relaciones entre 
aquéllos, pero cambia las distancias. 
Puede hablarse de ampliación o extensión de una figura 
sobre cada uno de los ejes o sobre ambos si el factor 
correspondiente es mayor que la unidad, o de reducción o 
acortamiento si el factor es fraccionario. 
[:] = 
x' = A x 
Para trabajar en uno de los ejes, el otro factor debe ser 1. 
~emplo: Dado un polígono, hacer las transformaciones 
siguien tes: 
a) Sx = 3, Sy =1 
b) Sx = 1, Sy =2 
c) Sx = 3, Sy =2 
d) Sx = 1/ 2, Sy = 1/ 2 
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f3 01 í6 12 8 6 4 0l = í18 36 24 18 12 0J 
a)Lo lJ ~ 4 4 8 4 4J LO 4 4 8 4 4 
y 
D D' 
F E 
F' B' 
-;----~~------~~~~----------~x 
A A' 
A' 
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~ 0l r,~S 36 24 lS 12 0J _ 154 lOS 72 54 36 0J e) O .1 - Ir 2J O S S 16 S S ~ 16 16 32 16 16 
y 
D' 
F' E' C' B' 
D' 
F' 
A ' A' x 
d) r/2 °1 r8 36 24 18 12 0l = f9 18 12 9 6 04J 
~ 1 /~ ~ S S 16 S sJ Lo 4 4 S 4 
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Sistemas de coordenadas 

Capítulo IV 
Coordenadas polares 
La posición de un punto P se da respecto a un punto fijo "O" 
llamado polo y una recta fJja OA llamada ~je polar. 
P (r,O) 
~ 
o A 
(J: es el ángulo sobre el eje polar. 
r: e la longitud medida sobre el lado terminal del ángulo. 
El ángulo se considera negativo si se mide en el sentido de 
las manecillas del reloj y positivo en caso contrario. 
El radio vector se considera positivo si se mide sobre el lado 
terminal del ángulo y negativo si se mide en su prolonga-
ción. 
/ 
'< 
)C 
le/ O 
/ 
-'i, (-4 45°) 
A 
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En el sistema de coordenadas cartesianas se establece una 
correspond ncia biunívoca entre cada punto y la expre-
sión de sus coordenadas, más no así con coordenadas 
polares, donde un punto se puede expresar de varias 
formas: 
.. _ .................... -~~A 
P (4,45°) 
P (4, -315°) 
P (-4,225°) 
P (-4, -135°) 
Relación de coordenadas polares y cartesianas 
y 
~-------p 
p (x,y) 
P (r,(J) 
-~~~-_L---~.X 
o 
94 
x= rcos O 
y= rsen O 
r=Jx2 +y2 
O=arc tan X 
x 
Métodos matemático para el diseño 
Transformación de coordenadas 
Hallar las coordenadas cartesianas del punto P (4,60°) 
x = r cos 60° :. x = 4 cos 60° 
x = 4 (2.) = 2 
2 
y= r sen 60° y= 4 cJf) = 2 J3 = 3.4 
P (2, 2J3) 
Calcular las coordenadas polares del punto P( 4,3) 
r= JX2+y2 :. r= J16+9 = V25 = 5 
tangente () = L:. tangente () =~ = 0.75 
x 4 
arc tan 0.75 = 37° 
1 
--t~~....--+---+-""'x 
o 1 2 O 1 2 3 4 
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Transformación de ecuaciones 
Ejemplo: Hallar la ecuación polar de la recta: 
3x+4y= 1 
Considerando las ecuaciones de transformación 
x = r cos () 
y = r sen () 
sustituyendo 
3 (r cos () + 4 r sen ()) = 1 
3 r cos () + 4 r sen () = 1 
r ( 3 cos () + 4 r se n ()) = 1 
1 r = ------=--- - -
3 cos () + 4 en () 
Ejemplo 2: Hallar la ecuación polar de la curva: 
X2 + y:!. = 25 
sustituy ndo 
( r cos () }~ + (r sen ()):!. = 25 
r:!. (cos:!. () + sen:' () ) = 25 
r'2 = 25 ; r2= :...5 
cos:!. () + sen:!. () 1 
r = J 25 r = 5 
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Transformar en ecuación cartesiana 
r=4sen8 
Considerando las igualdades de transformación: 
r= ~X2 +y2 
sen8=L 
r 
Gráficas de ecuaciones polares 
a) Se dan valores al argumentoyse calculan loscorrespon-
dientes al radio vector. 
b) Se estudia la simetría: 
1. Si la ecuación no se altera al cambiar r por -r ó 8 por 
1800+8, entonces la curva es simétrica al polo. 
2. Si la ecuación no se altera al sustituir 8 por -8, 
entonces la curva es simétrica al eje polar. 
3. Si la ecuación no se altera al sustituir (8) por · 
(180°-8), entonces la curva es simétrica respecto a la 
perpendicular al eje polar que pasa por el polo. 
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Graficar r = 4 (J 
0° 30° 60° 90° 180° 2700 360° 
(J O 
...1L ...1L ...1L 31T 21T 7r 
6 3 2 2 
r O 2.08 4 6.4 12 18.8 25.2 
Espiral de Arquímedes 
Gráficar r = 10 cos (J 
(J 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 1800 
r 10 8.7 7.1 5 O -5 -7.1 -8.7 -10 
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Graficar r = _-=2=---_ 
1 - cos 8 
8 00 300 600 900 1200 1500 1800 
r oc 14.9 4 2 1.3 1.1 1 
Operaciones 
a) cos 00 = 1 
r =-2-= ....2..... = oc 
1 - 1 O 
b) cos 
2 = ---=2=-- = 14.9 
1- $ 0.134 
2 
e) cos6oo = .!. 
2 
_2_= -L = 4 
1 - 1 0.5 
2 
d) cos 1200 = __ 1_ 
2 
r = 
e) 
2 = ....2..... = 1.3 
1 - (- i ) 1.5 
cos 1500 = $ 
2 
r = _2_ = _2_=1.1 
1+$ 1.866 
2 
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Funciones trigonométricas de ángulos importantes 
141 45° 
1 
300 60° 45° 
1 va 1 seno 
--
2 2 
..ff 
va 1 1 coseno -
..ff 2 2 
1 va 1 tangente -va 1 1 
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Funciones trascendentes 
Son las funciones no algebraicas 
~empl(,: funciones trigonométricas, logarítmicas yexpo-
nenciales. 
El seno y el coseno no cambian de valor cuando el ángulo 
varía un múltiplo entero de 2 1T radianes; por esto, estas 
funciones son llamadas periódicas. 
La función seno satisface la ecuación: 
sen O = sen (O + 2 1T) = sen (O + n 2 1T) 
donde O está medido en radianes y n es un entero cual-
quiera. 
Período del seno y coseno: 2 7r radianes 
La función tangente satisface la identidad: 
tan (O + 1T) = tangente O 
La tangente se repite a intervalos de 1T rad. 
Su período es igual a 1T rad. 
Gráficas de funciones trigonométricas 
Con las funciones seno y coseno analizaremos dos ecuacio-
nes: 
y= asen bx 
a, b, yc 
son constan tes 
y= a sen (bx+c) 
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el parámetro a determina la amplitud y los parámetros 
(bx) y (bx + c) el período. 
Dado que sen bx y sen (bx + c) varían de 1, - 1, los valores de 
la función varían entre a, - a 
El período de bx es 2 1r 
b 
De la misma manera, para el coseno: 
y=acosbx y y = acos(bx+c) 
senoide y= sen x. 
00 :100 (jO° 9OO 12'1" 1fO° 1HO° 2100 2400 
x 11 + !!:. + !E" + .E:. +~ +~ + rr +~ +~ 
- 6 - :J - 2 - :) - (j - (j _. :) 
sen x () ±.5 ±.87 ± 1 ± .87 ±.5 () ±.5 ±.87 
-1 
y = cosx cosenoide 
x O +~ +~ +~ +~ +~ ~ rr +~ 
-6 -3 -2 -:1 -6 - () 
cos x .87 .5 O - .5 - .87 - } .87 
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27()O 3000 330" 3600 
+~ +~ +IJE ~ 2rr 
- 2 - 3 - 6 
± 1 ±.87 ± .5 () 
x 
+'!! +:~ +~ ±27r 
- :) - 2 - ;J 
-.5 () .5 
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Gráfica de la función tangente 
x _1I _ 1I _ 1I O 1I 1I 1I 1I 2 4 6 6 4 3 2 
tan x 00 - 1 - .58 O .58 1 1.73 00 
- --#--....... ~ .... - ....... -.I~-. X 
y=tanx 
Nota: la curva corta al eje X en valores múltiplos enteros de 
7ryesdiscontinuaenintervalosdeXmúltiplosimparesdelL 
2 
Construir la gráfica de ecuación: 
y= sen 3 x 
La función definida por esta ecuación tiene los valores 
extremos - 1 Y 1 
(puesto que a = 1) Y 
el período es de 27r (por ser b = 3) 
3 
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:. el período de sen 3x es un tercio del período de sen x, por lo 
cual la curva pasa por cero a ca~c:ll /3 de rr 
y 
" Y2= sen 3X 
Trazar la gráÍlca: y= 2 cos 1/ 2 x 
Solución: 
a=2 
b= 1/ 2 
Los valores extremos son: -2 y 2; 
El período 2 rr dividido entre 1/ 2: (2rr) = 4 rr 
l.. 
2 
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v = :2 cos -1.. X 
. :2 
"" - ..... , 
.- , 
I , 
I \ x 
2rr 4rr 
- 2 
Trazar sobre los mismos ejes coordenados, las gráficas de 
ecuaciones: 
y= 1.5 sen 2x 
y = 1.5 sen (2x + 1.... 11") 
3 
Solución: Las gráficas son iguales excepto por la posición: 
a = 1.5 
b = 2 
c= 1/ 311" 
Análisis: 
Amplitud = ± 1.5 
Período = ~ 11" = 11" 
2 
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Posición: 
2x+~=O 
3 
2x =-..!..7T 
3 
-1 / 3 
x= -2- 7T 
-1 
x= - 6- 7T 
/ 
y= 1.5 sen 2 x 
x 
Se desplaza. 7T Y 1.5 sen (2x + 3 ) 
y = ( 1 + ('OS x ) Sl'll X 
Su amplitud es de 1 a - 1 
y sube una unidad. 
Conclusiones: 
y = sen±nx 
y =± n sen x 
sen x 
(l'S inll'rior a la gráfka) 
se abre o se cierra 
su amplitud es ± n 
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y = (sen x) ± n 
y = sen(x ± ~) 
Y=+ J... senx 
- n 
y = (n + cos x) sen x 
Métodos matemáticos para el diseño 
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se desplaza arriba o abajo 
se desplaza ± ~ 
Su amplitud es fracción 
un factor es envolvente 
el segundo es interior al 
primero 

Geometría analítica 

CapítlnoV 
Secciones cónicas 
Elipse como sección cónica 
Un plano oblicuo a la base, 
corta a un cono circular 
recto. 
Un plano corta un 
cono circular recto 
paralelamente a su 
base. 
Circunferencia como sección cónica 
111 
Rosa Elena Álvarez - María Dolores González 
Parábola como sección cónica 
Hipérbola como sección cónica 
112 
El plano es secante 
solamente a una generatriz 
del cono circular recto. 
Si un plano corta a la 
parte superior e inferior 
de un cono circular recto. 
Cono de doble manto. 
Métodos matemáticos para el diseño 
Cónicas 
El lugar geométrico de los puntos cuya relación de distan-
cias a un punto y a una recta fija es constante: 
Ecuación general de 22 grado 
Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F = O 
1) Curva con ejes 
Paralelos a los 
Ejes Coordenados 
2) Curva con ejes 
oblicuos 
a) Con centro en el 
origen; 
b) Con centro o vértice 
fuera del origen 
(h,k) 
Con centro o vértice 
en cualquier posición. 
Para este caso (2) la ecuación general es la que rige y se 
detecta por el término B x y. 
Para el caso (1) B = O 
:. Ax2+Cy2+Dx+Ey+F= O 
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Ecuaciones de Con centro 
las cónicas en (0,0) Con centro en (h ,k) 
x 2+ y2 =r2 (x - h )2 + (y - k)2 = r2 
Circunferencia 
X2 + y2 +F= 0 X2 + y2 + Dx + Ey + F = O 
X2 X2 
- + -=1 
a2 b2 
(x - h)2 + (y- k)2 = 1 
a2 b2 
Elipse X2 + L =1 (x - h)2 + (y- k)2 = 1 
b2 a2 b2 a2 
AX2 + Cy2+F= {) Ax2 + Cy2 + Dx + Ey+F= O 
x2 =± 4 py (x - h)2 = ± 4p (y - k) 
y2 = ±4px (y - k)2 = ± 4p (x -h) 
Parábola 
AX2 + Ey = O Ax2 +Dx + Ey + F = 0 
Cy2 + Dx = 0 Cy2 + Dx +Ey +F= O 
X2 - L 
a2 b2 = 1 
(X - h)2 _ (y- k)2 = 
a2 b2 1 
Hipérbola ~- X2 _ a2 b2- 1 
(y - k)2 (X -h)2 _ 
a2 - b2 -1 
Ax2_Cy2+F= 0 Ax2- Cy2 +Dx + Ey + F = O 
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Elipse 
Es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distan-
cias a dos puntos fijos llamados focos es constante. 
B 
rl+r2 = 2a (constante) 
r1+r2 > Fl F2 
Recta focal: Fl F2 = 2c 
e, centro de la elipse 
~~ .. ---~ ... --~~.- es el punto medio de FIF2 V' 
B' 
Eije mayor: V' V = 2a 
Eije menor: B 'B = 2b 
Para que exista elipse: 
a>c 
Excentricidad: razón que existe entre el semieje focal y el 
semieje mayor. 
e= ~ e< 1 
a 
Lado recto 2b2 
a 
b es el semieje menor: a = V c2+ b2 
b= va2- c2 
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Ejemplo: Hallar la ecuación de la elipse de centro (1,2) uno 
de los focos (6,2) y pasa por el punto P (4,6) 
:. Eje focal horizontal (misma ordenada) 
(x-h)2 (y-k)2 ~u~~n: + 1 
a2 b2 
datos: C (1,2) F (6,2) P (4,6) 
Primera posibilidad de solución: 
Como pasa por el punto 
(4,6) 
(4-1)2 +(6-2)2 = 1 
a2 b2 
116 
Métodos matemáticos para el diseño 
Tomando distancia entre dos puntos: 
PF'= J(4+4)2 + (6-2)2 = vso = 8.9 
PF = J(6-4)2 + (2-6)2 = .J2O = 4.5 
Como rl + r2= 2a 
8.9 + 4.5 = 2a = 13.4 
a = 6.7 
Sustituyendo: 
16 
=1- _l_ oo 16 = ~ 
b2 5 b2 5 
b2= ~=20 
475 
a =6.7 así b2 = 20 
a2=45 b =4.5 
Considerando la ecuación 
(X-h)2 + (y-k)2 = 1 
a2 b2 
(x -1)2 + (y-2)2 1 
45 20 Ecuación en su forma ordinaria. 
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Segunda posibilidad de solución: 
Considerando a2 = c2 + b2 sabiendo que c = 5 
a2 = 25 + b2 Y b 2 = a2-25 
Sustituyendo en: 
-.JL + 16 = 1 -.JL + ~ = 1 
a2 b2 a2 a2-25 
9 (a2 - 25) + 16a2 = a2 (a2 - 25) 
(Operando y cambiando 
signos) 
a4 - 50 a2 + 225 = O Haciendo un cambio variable 
X2 - 50 x + 225 = O 
x = 50 ± v'502-4 (1) (225) = 
2 
50 ± v'2500 - 900 = 50 ± JI600 
x= 
2 2 
50±40 
2 
pero x = a2 
90 =45 
2 
Parab 
b2=a2 -25 
b2= 45 -25 
b2=20 
Convertir ala ecuación de forma ordinaria a forma general. 
(x -1)2 (y- 2)2 
---+ 1 
45 20 
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20 (X-1)2 + 45 (y_2)2 = 45 (20) 
20 (x2 - 2x+ 1) +45 (y2 - 4y+4) = 900 
20 X2 - 40x + 20 +45y2 -18Oy+ 180-900=0 
20 x2+45y2 - 40x - 180y - 700 = O 
4X2 + 9y2_ 8x-36y-140 = O 
AX2 + Cy2 + Dx + Ey + F = O 
Diferentes coeficientes en los términos de 2º grado pero 
mimoiigno. 
Ejercicio: Hallar la ecuación de la elipse 
Parab: 
C (- 1, - 1) Y vértice (5, -1) con una 
excen tricidad e=~ 3 
Solución: C (-1, -1) A (5, -1), a= 6 
e=~ 
a 
e=~ 
3 
c = e·a :. c = ~ (6) :. c = 4 
3 
b = 4.5 
Como el eje focal es horizontal 
:. (x+ 1)2 + (y+ 1)2 = 1 
36 20 
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LR= 2b2 = 2 (20) 
a 6 
:. LR= 6.6 
y 
----4---~------_,~~----~--~----~x 
B' (-1 , -5.5) 
Trazo de la elipse dada la recta A A' Y los focos: 
1) Se señala C punto medio de F F' Y se traza 
por él, BB' 1.. a AA' 
2) Con centro en F ó F' y radio = a se señalan B B'. 
3) Se toma un punto McualquierayconcentroenlosFocos 
y radio MA y MA' se trazan 2 arcos. 
Para diferentes posiciones de M se obti~nen diferentes 
puntos que unidos producen la curva. 
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B 
A' A 
B' 
La forma de la elipse está en relación con su excentricidad. 
Si c = O ----7 e = O 
:. Existe una circunferencia que queda totalmente deter-
minada si se conocen su radio y su centro. 
Analíticamente es una ecuación de 2Q grado con 2 variables. 
y 
/ I 
/ 
r/ I 
/ I YI 
/ I 
--~----------~/------~---r~x 
O Xl 
Con centro fuera del origen: 
(X-h)2 + (y=k)2 = r 2 
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A partir de la ecuación general 
Ax2 + Ay2 + Dx + Ey+ P= ° 
Coeficientes en x2, y2, iguales y del mismo signo. 
Ejemplo: Hallar el centro yel radio de la circunferencia de 
ecuación: 
4x2 +4y2 -4x + 16y-19 = ° 
dividiendo -7- 4 
X2 + y2 - X + 4y- 19 = ° 
4 
ordenando y completando cuadrados: 
1 19 1 (x2 - X + 4) + (y2+ 4y+ 4) =4 +4 + 4 
1 (x __ )2 + (y+ 2)2 = 9 
2 
1 C=- -2) r=3 2 ' 
F{jemplo: Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa 
por el punto (0,0) que tiene de radio 13 unidades ylaabscisa 
de su centro es -12. 
:. Deducción: como la curva pasa por el origen su centro es 
C (h, k). 
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y 
C (h,k) 
--~----------~~-----.x 
h=-12 
132 = (-12)2 + k2 
169 = 144 + k2:. k2=169-144 
k=J25 = C(-12,5) 
(x+12)2 + (y-5)2 = 169 
x2+24x+ 144+y2-10y+25-169=0 
Hallar la ecuación y los parámetros de la circunferencia que 
pasa por los puntos. 
(2,0) (1,-1) (-1,3) 
Solución: A partir de la ecuación general 
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. (22+ 02 = 4 
(12 + (-1)2 =2) 
(-12+32 = 10) 
2 
1 
-1 
O 
-1 
3 
D=O E=-2 
Completando el trinomio: 
X2+ y2 - 2y + 1 = 4 + 1 
X2+ (y-l)2 = 5 
:. C (0,1) 
r=ft; 
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1 
1 
1 
2D+0+F=-4 
D-E+F=-2 
D+ 3E+F=-10 
=-6 
F=-4 
y 
(2,0) 
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Parábola 
Sean L L' Y F la recta y los puntos fijos. La parábola es la 
curva en la cual cada punto que la forma equidista de un 
punto fijo y una recta fija. 
L L': directriz (recta fij a) 
F:foco (punto fijo) 
PM = PF La recta que pasa por F y es -L a la directriz se 
llama eje de la parábola. 
La parábola corta al eje x en un punto "O" que es su vértice 
equidistante de F y L L'. 
L Y 
M--- -----
I 
I 
~----~~---+-------------x A 
ce': lado recto = 4 p 
l' ó ancho focal 
AF: parámetro = 2p 
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L 
M ---
L' 
y 
----~~------~x 
X2 = 4 py 
Deducción 
PF= PM P (x,y) 
F (p,O) 
Sustituyendo: y tomando 
distancia entre 2 puntos: 
J (x-p )2+(y-O)2 = X + P 
(X-p)2 +y2= (x+p)2 
:v2--2xp+p2+y2 -x2 -2pX-p2 = O 
y2=4px 
y 
----"!lI ...... _------..... x 
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y 
--t------. x 
x 
~emplo 1: Hallar la ecuación de la parábola de vértice (2, 
-3), eje el eje x, concavidad hacia la derecha y parámetro 
=4 
(y- k)2 = 4p (x-h) 
(y + 3)2= 4p (x-2) 
y2 + 6y + 9 = 8 (x-2) 
Si2p=4:.4p=8 
(y+3)2 = 8 (x-2) 
y2 -8y+ 6y+ 25 = O 
~emplo 2: Hallar la ecuación de la parábola con vértice 
(5, -3) y foco (5,1) 
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F(5,1) 
x 
directriz v +7=0 
----t------:-
p =VF= 3+1 = 4:. 4p =16 
(X-h)2 = 4p (y- k) 
(x - 5)2 =16 (y + 3) 
X2 -10x + 25 -16y-48=O 
x2-10x-16y--23=O 
AX2 + Cx + Dy+ F= O 
Ejemplo 3: encontrar los parámetros de la parábola de 
ecuación: 
2y2+4y-3x + 1 = O 
2 (y2+2y) = 3x-1 
2 (y2+2y+1) = 3x -1 +2 
2 (y+ 1)2 = 3x + 1 
3 1 (y+1)2=T(x+a ) 
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(y-k)2 = 4p (x-h) 
:. V(-l,-I) 
3 
4p= -ª-
2 
p=-ª-
8 
foco:-l+-ª-= l 
3 8 24 
F(_1 -1) 
24 ' 
directriz _l _ -ª- = -1 7 
3 8 24 
LR=4p= -ª-
2 
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Hallar la ecuación general de la parábola si su vértice V (h, 3) 
está sobre la recta 4x - 2y - 2 = O Y su foco tiene de 
coordenadas F (2, 5) 
Solución: 
Del vértice conocemos la ordenada; si sustituimos en la 
ecuación de la recta 
4x - 2 (3) -2 = O 
4x = 6 + 2 x = -ª-
4 
x = 2 :. V (2,3) si F (2, 5) 
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tienen la misma abscisa > eje paralelo a y 
(X-h)2 = 4p (y- k) 
(X-2)2 = 8 (y-3) 
x2 -4x +4= 8y-24 
X2 - 4x - 8y + 28 = O 
p=2 S> 4p=8=LR 
Analizando la recta: 
4x-2y-2 =0 
m=- A b=- e 
B B 
m= -4=2 
-2 
f-2' b=- ~=-1 
-2 
Siy=O 
4x= 2:. x= l 
2 
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y 
directriz y -1=0 
x 
Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice es el centro de 
la circunferencia: 
X2 +y2-6x +4y+4= O 
si el foco tiene coordenadas F (3, y) Y se ubicasobre larecta: 
2x-3y=O 
Análisis del círculo 
(x2-6x+9) + (y2+4y+4) = -4+9+4 
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(x -3)2 + (y+ 2)2 = 9 
C (3, -2) r = ± 3 
comoC=V V(3, - 2) 
Análisis de la recta y el foco 
F(3,y) 
2 (3) - 3y=0 
y= 2 
y 
2x -3y= O 
----~~----~--~~~.x 
F (3,2) misma abscisa 
(X-h )2 = 4p (y-k) 
(X-3)2 = 16 (y+2) 
X2 -6 - 16y - 23 = O 
Hallar la ecuación general de la parábola cuyo vértice es el 
centro de la elipse de ecuación 9X2+25y2-50y- 200=0 y su 
foco es el centro de la circunferencia X2+y2+8x-2y+ 1 = O. 
Analizando la elipse 
9x2+25y2-50y- 200 = O 
132 
9X2+25 (y2 -2y+ 1) = 200+25 
9X2+25 (y-1)2 = 225 
9X2 + 25 (y-1)2 = 225 
225 225 225 
X2 + (y-1)2 = 1 
25 9 
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e (0,1) vértice de la parábola 
a2= 25 a= 5 
eje mayor II a "x" 
Analizando la circunferencia 
X2 + 8x + 16 + y2 -2y + 1 = -1 + 16 + 1 
e (-4,1) es el foco de la parábola 
si V (0,1) ~ iguales ordenadas eje II a 'x' 
p = 4 ecuación: (y-k)2=-4p (x-h) 
(y-1 )2=-16 (x-Q) 
y2 - 2y + 1 = 16x 
y2-2y+ 16x +1 = O 
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Hipérbola 
directriz: x=4 
I 
I 
eje focal 
x 
Es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya 
diferencia de distancias a dos puntos fijos F y F' es una 
cantidad constante y que se representa por 2 a construc-
ción: 
eje focal 
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1 Q Hallar el centro (punto medio de FF') 
2Q Señalar los vértices AA' que distan "a" del centro 
3Q Se construyen los puntos B y B' situados sobre el eje 
imaginario radio c con centro en A 
Se construye el rectángulo de dimensiones 2a y 2b y se 
trazan las asíntotas (diagonales del rectángulo) 
4Q Se toma un punto M exterior alosfocosyradioMAyMA', 
haciendo centro en F se trazan puntos que al unirse 
producen la curva. 
radios vectores 
F' (--c,O) 
a 
e 
PF'-PF = 2a 
La curva es abierta y consta de dos ramas 
~ y F' son Focos FF' es la distancia focal =2c 
2c>2a:. c>a 
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Excentricidad e = ~:. e > 1 
a 
Lado recto: Longitud de la cuerda que pasa por el foco yes 
perpendicular al Eje focal. 
AF=A'F'=c-a 
Lado recto LR= 2b
2 
a 
Los vértices son A y A', equidistan de los focos. 
Asíntotas: La curva está contenida dentro del ángulo for-
mado por las diagonales del rectángulo (2a y 2b) 
b = Jc2 - a2 así 2b = 2 Jc2 - a2 
Eje imaginario 
2b puede ser igual, mayor o menor que 2a 
El círculo circunscrito al rectángulo corta al eje real en los 
focos por ser su radio igual a c. 
(X-h)2 (y-k)2 
-----=1 
a2 b2 
Ecuación con centro en el origen 
y eje focal en "x" 
Ecuación con centro fuera 
del origen y eje focal 
paralelo a "x". 
136 
Ecuación de las asíntotas. 
Sus pendientes son: + Q 
-a 
y=± b x 
a 
bx +ay=O bx-ay=O 
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Ecuaciones con eje focal sobre "y" o paralelos a ''y''. 
(y- k)2 (x- h)2_ 
-- - ---1 
a2 b2 
lado recto: 
excen tricidad 
e= ~ 
a 
LR = 
e>l 
Asíntotas: 
a y=± x 
b 
a 
c>a 
Ejemplo: Hallar la ecuación de la hipérbola de ejes paralelos 
a los de coordenadas y centro en el origen, sabiendo que su 
lado recto vale 18 y la distancia entre sus focos es 12. 
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x2 _ y2 
LR= 2b2 = 18 
a 
. b2 - 18 
.. - a 
2 
b2=9a 
2c= 12 
a2+ 9a-36=0 
(a+ 12) (a-3) =0 
sustituyendo en b2 = 9a 
= 1 ;> 27x2-9y2 = 243 
9 27 27x2 - 9y2 - 243 = O 
Ax2-Cy2+ F= O 
y2 X2 
- --=1 
9 27 
27y2 - 9X2 = 243 
-9X2 + 27y2 - 243 = O 
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Recta 
Ax+By+C=O 
Ecuación lineal ~ ecuación ler. grado. 
Pendiente (m) de una recta, es la tangente del ángulo de 
inclinación de ésta medido sobre el eje x en sentido positivo. 
m = tan oc 
X2 Xl 
e 
A--~--------;---B 
D 
"X 
.... 
tan oc = AC 
BC 
tan oc = Y2-Yl 
Yl 
X2- Xl 
m= 
Y2-Yl 
X2 -X1 
Y2 
Si la recta es paralela a "x" su 
pendiente es cero. 
Si la recta es paralela a "y" su 
pendiente es oo. 
AB//x=>m=O 
CD//y~m=oo 
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Si dos rectas tienen la misma pendiente ~ 
son paralelas (j/). 
Si su pendiente es recíproca y de signo contrario son per-
pendiculares. (...1..) 
Ecuaciones: 
m = __ 1_ 
1 m2 
1) Ecuación de una recta que pasa por el punto P(X¡'Yl) y 
con pendiente conocida (m) 
y 
~~~-+------------~.x 
2) Conocida la pendiente y la ordenada al origen (b) 
y=mx+b 
y 
~~--~--------~~x 
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3) Ecuación que pasa por dos puntos 
Y-YI ,= YI-Y2 
X-Xl X I -X2 
y 
~~--------+-----------~.x 
4) De abscisa y ordenada conocida, corta a 
los ejes en (O,b) Y (a,O) 
~+L= 1 
a b 
(forma simétrica) 
y 
--~----------~----.x (a, O) 
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De la ecuación general 
Ax+By+C=O 
By=-Ax-C 
-A C x--y= B B 
Siy= mx + b 
A m=--
B 
C b=--
B 
Distancia entre dos puntos 
punto medio (x,y) 
y= Yl+Y2 
2 
~~------~------------~x 
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~emplo: Obtener la ecuación de la recta L que es II a Ll que 
pasa por los puntos A (5,6) B (7,8); la recta L pasa por la 
intersección de otras 2 rectas: ~ con m = 2 que pasa por 
C(-4, --6) yLa con m = 3 yD (2,2) 
Solución: 
Considerando A (5,6) 
B (7,8) 
8-6 
m 1 =--=1 7-5 
2Q Condición: 
m2=2 C(-4,-6) 
y+ 6=2 (x+4) 
y+ 6=2x +8 
2x - y + 2 = O ... L2 
-2 b= - =2 
-1 
ma=3 D (2,2) 
y-2 =3 (x-2) 
y-2=3x-Q 
3x-y-4=O ... La 
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Considerando la intersección 
2x - y = -2 ... (1) 
3x-y=4 ... (2) 
-x=-6 
x=6 
Sustituyendo 
2(6)-y=-2 
12 -y=-2 
-y= -2 -12 
y= 14 
así 1 (6, 14) 
Si m l = 1 
y-14 = 1 (x-6) 
x-14= x-6 
x-y+8=O ........ L 
Considerando aL 
x-y+8=O 
A -1 m=- -=- m=1 
B -1 
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x-y+1=O 
-1 
m l = -=1 
-1 
m = mI ~ son paralelas 
y 
/ 
/ 
/ 
/ 
L/ 
/ 
/ 
/ 
B // x-Y+1 
, (7,8) 
A/ 
-
/ (5,6) 
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